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Sissejuhatus
Käesolev bakalaureusetöö on Banachi ruumide geomeetria alane teaduslik
uurimus funktsionaalanalüüsi valdkonnast.
Bakalaureusetöö peamine eesmärk on anda J. Becerra Guerrero, G. López
Pérezi ja A. Rueda Zoca artikli [2] põhitulemustele alternatiivne tõestus. Ar-
tiklis [2] näidatakse Lipschitzi-vaba Banachi ruumi oktaeedrilisust kolmel eri-
juhul, selleks kasutatakse oktaeedrilise ruumi kaasruumi teatud kirjeldust ja
näidatakse, et Lipschitzi-vaba ruumi kaasruum rahuldab vastavat tingimust.
Bakalaureusetöös esitatud uued alternatiivsed tõestused näitavad Lipschitzi-
vaba ruumi oktaeedrilisust oktaeedrilisuse definitsiooni põhjal. Mõlemal juhul
rakendatakse Lipschitzi-vaba Banachi ruumi kaasruumi tuntud kirjeldust.
Bakalaureusetöö koosneb kahest peatükist. Esimeses peatükis anname töö
põhieesmärgi täitmiseks vajalikud eelteadmised, tuginedes peamiselt N. Wea-
veri monograafiale [10], H. Niglase magistritööle [8] ning J. A. Chávez Domín-
guezi doktoritööle [4]. Teises peatükis esitatakse artikli [2] kolm põhitulemust
koos uue tõestusega. Sellega täidetakse bakalaureusetöö põhieesmärk.
Bakalaureusetöös vaatleme ainult mittetriviaalseid normeeritud ruume ja
Banachi ruume ning eeldame, et need on üle reaalarvude korpuse.
Töös kasutatakse järgmisi tähistusi. Normeeritud ruumi X kinnist ühik-
kera tähistame BX ning ühiksfääri SX . Ruumi X kaasruumi tähistame X∗.
Kui x∗ ∈ X∗ ja x ∈ X, siis arvu x∗(x) tähistame ka 〈x∗, x〉.
Järgnevalt loetleme mõned töös kasutatud baasmõisted ja -tulemused.
Öeldakse, et normeeritud ruumid X ja Y on isomeetriliselt isomorfsed,
kui leidub lineaarne sürjektiivne kujutus T : X → Y nii, et iga x ∈ X korral
‖Tx‖ = ‖x‖.
Sel juhul öeldakse, et T on isomeetriline isomorfism.
Kui X on meetriline ruum ja Y on normeeritud ruum, siis kujutuse
f : X → Y kandjaks nimetatakse hulga X alamhulka
supp(f) = {x ∈ X | f(x) 6= 0}.
Kui X on mingi hulk ja A tema alamhulk, siis hulga A karakteristlikuks
funktsiooniks nimetatakse funktsiooni χA : X → R, mille korral
χA(x) =
{
1, kui x ∈ A;
0, kui x 6∈ A.
Olgu X vektorruum üle reaalarvude korpuse. Poolnormiks vektorruumil X
nimetatakse kujutust ‖ · ‖ : X → R, mis rahuldab tingimusi
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1◦ ‖λx‖ = |λ| ‖x‖, x ∈ X, λ ∈ R,
2◦ ‖x1 + x2‖ ≤ ‖x1‖+ ‖x2‖, x1, x2 ∈ X.
Poolnorm ‖ · ‖ on norm, kui kehtib implikatsioon
‖x‖ = 0⇒ x = 0.
Käesolevas bakalaureusetöös kasutame järgmist HahniBanachi teoreemi jä-
reldust.
Teoreem (teoreem piisavast arvust funktsionaalidest, vt nt [9, lk 170]). Olgu
X normeeritud ruum. Iga x ∈ X korral leidub x∗ ∈ X∗ nii, et ‖x∗‖ = 1 ja
x∗(x) = ‖x‖.
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1 Vajalikud eelteadmised
1.1 Lipschitzi ruum
Selles alapunktis näitame, et nullpunktiga meetrilisest ruumist Banachi ruu-
mi tegutsevate kõigi selliste kujutuste hulk, mis rahuldavad Lipschitzi tingi-
must ja viivad nullpunkti nullelemendiks, on Banachi ruum punktiviisi defi-
neeritud vektorruumi tehete ja loomuliku normi (Lipschitzi konstant) suhtes.
Seda Banachi ruumi nimetatakse Lipschitzi ruumiks.
Definitsioon 1.1. Olgu (X, d) ja (Y, %) meetrilised ruumid ning f : X → Y .
Öeldakse, et kujutus f rahuldab Lipschitzi tingimust, kui leidub L ≥ 0 nii,
et iga p, q ∈ X korral
%(f(p), f(q)) ≤ Ld(p, q).
Vähimat sellist arvu L tähistame Lip(f).
Definitsioon 1.2 (vt nt [8, definitsioon 1.2]). Meetrilist ruumi, milles on
fikseeritud kindel element, nimetatakse nullpunktiga meetriliseks ruumiks.
Fikseeritud elementi nimetatakse nullpunktiks ja tähistatakse 0.
Olgu X nullpunktiga meetriline ruum ja Y Banachi ruum. Tähistame
sümboliga Lip0(X, Y ) kõigi selliste Lipschitzi tingimust rahuldavate kuju-
tuste f : X → Y hulka, mille korral f(0) = 0. Meie siht on näidata, et
Lip0(X, Y ) on Banachi ruum punktiviisi defineeritud vektorruumi tehete
ja normi ‖f‖Lip = Lip(f) suhtes. Ilma lisatingimuseta f(0) = 0 defineerib
‖f‖Lip = Lip(f) poolnormi, mis üldiselt ei ole norm.
Lause 1.3. Hulk Lip0(X, Y ) on vektorruum üle reaalarvude korpuse punkti-
viisi defineeritud tehete suhtes.
Tõestus. Piisab näidata, et Lip0(X, Y ) on alamruum kõigi kujutuste X → Y
vektorruumis, kus nullelemendiks on nullfunktsioon ning liitmine ja reaalar-
vuga korrutamine on defineeritud punktiviisi.
Ilmselt nullfunktsioon kuulub hulka Lip0(X, Y ). Näitame, et alamhulk
Lip0(X, Y ) on kinnine liitmise ja reaalarvuga korrutamise suhtes. Kui f1, f2 ∈
Lip0(X, Y ) ja λ ∈ R, siis λf1 + f2 ∈ Lip0(X, Y ), sest iga p, q ∈ X korral
‖(λf1 + f2)(p)− (λf1 + f2)(q)‖ = ‖λf1(p) + f2(p)− λf1(q)− f2(q)‖
= ‖λf1(p)− λf1(q) + f2(p)− f2(q)‖
≤ ‖λf1(p)− λf1(q)‖+ ‖f2(p)− f2(q)‖
≤ |λ|Lip(f1) d(p, q) + Lip(f2) d(p, q)
=
(|λ|Lip(f1) + Lip(f2)) d(p, q)
6
ja
(λf1 + f2)(0) = λf1(0) + f2(0) = 0.
Seega on Lip0(X, Y ) vektorruum.
Lause 1.4. Vektorruum Lip0(X, Y ) on Banachi ruum normiga
‖f‖Lip = Lip(f).
Tõestus. Näitame, et ‖f‖Lip = Lip(f), f ∈ Lip0(X, Y ), on norm.
1◦ Tingimus ‖f‖Lip = 0 on samaväärne tingimusega ‖f(p) − f(q)‖ = 0
iga p, q ∈ X korral ehk f on nullfunktsioon, sest f(0) = 0.
2◦ Kui λ ∈ R ja f ∈ Lip0(X, Y ), siis iga p, q ∈ X korral
‖λf(p)− λf(q)‖ = |λ| ‖f(p)− f(q)‖,
järelikult Lip(λf) = |λ|Lip(f) ehk ‖λf‖Lip = |λ| ‖f‖Lip.
3◦ Kui f1, f2 ∈ Lip0(X, Y ), siis iga p, q ∈ X korral
‖(f1 + f2)(p)− (f1 + f2)(q)‖ = ‖f1(p)− f1(q) + f2(p)− f2(q)‖
≤ ‖f1(p)− f1(q)‖+ ‖f2(p)− f2(q)‖,
järelikult Lip(f1+f2) ≤ Lip(f1)+Lip(f2) ehk ‖f1+f2‖Lip ≤ ‖f1‖Lip+
‖f2‖Lip.
Seega on Lip0(X, Y ) normeeritud ruum.
Veendume nüüd, et normeeritud ruum Lip0(X, Y ) on täielik. Olgu (fn)
Cauchy jada ruumis Lip0(X, Y ), s.t
lim
m,n→∞
‖fm − fn‖Lip = 0.
Näitame, et (fn) koondub ruumis Lip0(X, Y ). Iga x ∈ X korral koondub
(fn(x)) ruumis Y , sest ta on Cauchy jada:
‖fm(x)− fn(x)‖ = ‖(fm − fn)(x)− (fm − fn)(0)‖
≤ ‖fm − fn‖Lip d(x, 0) −→
m,n→∞
0.
Vaatleme kujutust f : X → Y ,
f(x) = lim
n→∞
fn(x).
7
Näitame, et f ∈ Lip0(X, Y ). Kuna fn(0) = 0 iga n korral, siis f(0) = 0.
Kujutus f rahuldab Lipschitzi tingimust, sest iga p, q ∈ X korral
‖f(p)− f(q)‖ = lim
n→∞
‖fn(p)− fn(q)‖ ≤ lim sup
n→∞
‖fn‖Lip d(p, q)
ja
lim sup
n→∞
‖fn‖Lip ≤ sup
n
‖fn‖Lip <∞,
sest Cauchy jada (fn) on tõkestatud.
Näitame, et ‖f − fn‖Lip −→
n→∞
0. Fikseerime vabalt ε > 0. Kuna fn on
Cauchy jada, siis leidub N ∈ N nii, et iga m,n ≥ N korral
‖fm − fn‖Lip ≤ ε.
Kui n ≥ N , siis ‖f − fn‖Lip ≤ ε, sest iga p, q ∈ X korral
‖(f − fn)(p)− (f − fn)(q)‖ = lim
m→∞
‖(fm − fn)(p)− (fm − fn)(q)‖
≤ ε d(p, q).
Järelikult ‖f − fn‖Lip −→
n→∞
0.
Märgime, et ruum Lip0(X, Y ) ei sõltu tegelikult meetrilises ruumisX null-
punkti valikust. Täpsemalt, kui esialgse nullpunkti 0 asemel lugeda meetrili-
se ruumi X uueks nullpunktiks element θ ja Lipθ(X, Y ) on vastav Lipschitzi
ruum, siis Lip0(X, Y ) ja Lipθ(X, Y ) on isomeetriliselt isomorfsed. Näitame,
et kujutus T : Lip0(X, Y )→ Lipθ(X, Y ),
(Tf)(p) = f(p)− f(θ), f ∈ Lip0(X, Y ), p ∈ X,
on isomeetriline isomorfism. Kujutus T on korrektselt defineeritud, sest iga
f ∈ Lip0(X, Y ) korral erinevad kujutused f ja Tf vaid konstandi f(θ) võrra,
seega Lip(f) = Lip(Tf) ja (Tf)(θ) = 0. Kujutus T on ilmselt lineaarne.
Veendume, et T on sürjektiivne. Kui g ∈ Lipθ(X, Y ), siis f : X → Y , f(p) =
g(p)− g(0), korral f ∈ Lip0(X, Y ) ja Tf = g, sest iga p ∈ X korral
(Tf)(p) = f(p)− f(θ) = g(p)− g(0)− g(θ) + g(0) = g(p).
1.2 Molekulide ruum
Selles alapunktis vaatleme teatud lihtsaid kujutusi, mida nimetatakse mo-
lekulideks. Toome sisse molekulide ruumi mõiste ning näitame, et see on
normeeritud ruum. Varem käsitletud arvväärtustega molekulide kõrval uuri-
ti esmakordselt doktoritöös [4] üldisemaid vektorväärtustega molekule.
Olgu X meetriline ruum ja Y Banachi ruum üle reaalarvude korpuse.
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Definitsioon 1.5. Funktsioonim : X → Y nimetataksemolekuliks, kui tema
kandja on lõplik ja ta rahuldab tingimust
∑
p∈X m(p) = 0.
Kõigi ruumist X ruumi Y tegutsevate molekulide hulka tähistame
M(X, Y ). Molekuli definitsioonis tähendab tingimus ∑p∈X m(p) = 0 tei-
sisõnu, et m on nullfunktsioon või
∑
p∈supp(m)m(p) = 0. Kui molekul m ei
ole nullfunktsioon, siis on m kandja vähemalt kaheelemendiline.
Lause 1.6. HulkM(X, Y ) on vektorruum üle reaalarvude korpuse punktiviisi
defineeritud tehete suhtes.
Tõestus. Piisab näidata, etM(X, Y ) on alamruum kõigi kujutuste X → Y
vektorruumis, kus nullelemendiks on nullfunktsioon ning liitmine ja reaalar-
vuga korrutamine on defineeritud punktiviisi.
Ilmselt nullfunktsioon kuulub hulka M(X, Y ). Näitame, et alamhulk
M(X, Y ) on kinnine liitmise ja reaalarvuga korrutamise suhtes. Kuim1,m2 ∈
M(X, Y ) ja λ ∈ R, siis λm1 +m2 ∈M(X, Y ), sest
supp(λm1 +m2) ⊂ supp(m1) ∪ supp(m2),
järelikult λm1 +m2 kandja on lõplik, ja∑
p∈X
(λm1 +m2)(p) =
∑
p∈X
(
λm1(p) +m2(p)
)
= λ
∑
p∈X
m1(p) +
∑
p∈X
m2(p)
= λ 0 + 0 = 0.
Iga p, q ∈ X ja y ∈ Y korral tähistame ympq = yχ{p} − yχ{q}, s.t
ympq : X → Y on nullfunktsioon juhul p = q ja juhul p 6= q on
ympq(x) =

y, kui x = p;
−y, kui x = q;
0, kui x 6= p ja x 6= q.
Näitame, et hulgaM(X, Y ) iga element on esitatav kujul
m =
n∑
i=1
yimpiqi ,
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kus n ∈ N, yi ∈ Y ja pi, qi ∈ X. Vaatleme ainult juhtu, kus m ei ole null-
funktsioon. Fikseerime vabalt q ∈ X, siis
m =
∑
p∈supp(m)
m(p)mpq,
sest( ∑
p∈supp(m)
m(p)mpq
)
(x) =
∑
p∈supp(m)
(
m(p)(χ{p} − χ{q})
)
(x) =
=
 m(x)−
∑
p∈supp(m)
m(p) = m(x), kui x = q;
m(x), kui x 6= q.
Siinkohal tasub ära märkida, et molekuli m esitus kujul m =
∑n
i=1 yimpiqi
pole ühene.
R. F. Arens ja J. Eells näitasid artiklis [1] (vt ka [10, teoreem 2.2.2, jä-
reldus 2.2.3] ja [8, lk 1718]), et vektorruumiM(X,R) saab muuta normee-
ritud ruumiks nii, et meetrilises ruumis vabalt fikseeritud nullpunkti korral
M(X,R)∗ = Lip0(X,R). Täpsemalt, vektorruum M(X,R) on normeeritud
ruum normiga
‖m‖Æ = inf
{ n∑
i=1
|ai| d(pi, qi) : m =
n∑
i=1
aimpiqi
}
,
kus infiimum on võetud üle kõigi m esituste kujul m =
∑n
i=1 aimpiqi (n ∈ N,
ai ∈ R ja pi, qi ∈ X) ja kujutus T : Lip0(X,R)→M(X,R)∗,
〈Tf,m〉 =
∑
p∈X
f(p)m(p), f ∈ Lip0(X,R), m ∈M(X,R),
on isomeetriline isomorfism. Edaspidi kirjutame f ∈ Lip0(X,R) ja m ∈
M(X,R) korral 〈Tf,m〉 asemel 〈f,m〉. J. A. Chávez Domínguez näitas dok-
toritöös [4] Arensi ja Eellsi eeskujul, et vektorruumM(X, Y ) on normeeritud
ruum.
Lause 1.7 ([4, lemma 2.3.2]). Kujutus ‖ · ‖Æ :M(X, Y )→ R,
‖m‖Æ = inf
{ n∑
i=1
‖yi‖ d(pi, qi) : m =
n∑
i=1
yimpiqi
}
,
kus infiimum on võetud üle kõigi m esituste kujul m =
∑n
i=1 yimpiqi, on
poolnorm.
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Tõestus. 1◦ Iga m ∈M(X, Y ) ja λ ∈ R \ {0} korral
‖λm‖Æ = inf
{ n∑
i=1
‖yi‖ d(pi, qi) : λm =
n∑
i=1
yimpiqi
}
= inf
{
|λ|
n∑
i=1
∥∥∥yi
λ
∥∥∥ d(pi, qi) : m = n∑
i=1
yi
λ
mpiqi
}
= |λ| inf
{ n∑
i=1
∥∥∥yi
λ
∥∥∥ d(pi, qi) : m = n∑
i=1
yi
λ
mpiqi
}
= |λ| ‖m‖Æ.
Kui λ = 0, siis võrdus ‖λm‖Æ = |λ| ‖m‖Æ on ilmne.
2◦ Olgu m1,m2 ∈M(X, Y ). Näitame, et
‖m1 +m2‖Æ ≤ ‖m1‖Æ + ‖m2‖Æ.
Fikseerime vabalt ε > 0. Infiimumi mõiste kohaselt leiduvad m1 ja m2
sellised esitused m1 =
∑n1
i=1 y
1
imp1i q1i ja m2 =
∑n2
i=1 y
2
imp2i q2i , et
n1∑
i=1
‖y1i ‖ d(p1i , q1i ) ≤ ‖m1‖Æ +
ε
2
ja
n2∑
i=1
‖y2i ‖ d(p2i , q2i ) ≤ ‖m2‖Æ +
ε
2
.
Kuna m1 +m2 =
∑n1
i=1 y
1
imp1i q1i +
∑n2
i=1 y
2
imp2i q2i , siis
‖m1 +m2‖Æ =
∥∥∥ n1∑
i=1
y1imp1i q1i +
n2∑
i=1
y2imp2i q2i
∥∥∥
Æ
≤
n1∑
i=1
‖y1i ‖ d(p1i , q1i ) +
n2∑
i=1
‖y2i ‖ d(p2i , q2i )
≤ ‖m1‖Æ + ε
2
+ ‖m2‖Æ + ε
2
= ‖m1‖Æ + ‖m2‖Æ + ε.
Järelikult ‖m1 +m2‖Æ ≤ ‖m1‖Æ + ‖m2‖Æ + ε iga ε > 0 korral ehk
‖m1 +m2‖Æ ≤ ‖m1‖Æ + ‖m2‖Æ.
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Lause 1.8 ([4, lemma 2.3.2]). Poolnorm ‖ · ‖Æ ruumilM(X, Y ) on norm.
Tõestus. Piisab näidata, et kui ‖m‖Æ = 0, siism on nullfunktsioon. Vaatleme
kujutust B : Lip0(X, Y
∗)×M(X, Y )→ R,
B(f,m) =
∑
p∈X
〈f(p),m(p)〉.
Tähistame iga f ∈ Lip0(X,R) ja y∗ ∈ Y ∗ korral kujutuse f(·)y∗ : X → Y ∗,
x 7→ f(x)y∗. Osutub, et f(·)y∗ ∈ Lip0(X, Y ∗), sest
f(0)y∗ = 0 y∗ = 0
ja iga p, q ∈ X korral
‖f(p)y∗ − f(q)y∗‖ = |f(p)− f(q)| ‖y∗‖ ≤ ‖f‖Lip ‖y∗‖ d(p, q).
Kui f ∈ Lip0(X,R), y∗ ∈ Y ∗ ja m ∈ M(X, Y ), kusjuures m on kujul
m =
∑n
i=1 yimpiqi , kus n ∈ N, yi ∈ Y ja pi, qi ∈ X, siis∣∣B(f(·)y∗,m)∣∣ = ∣∣∣∑
p∈X
〈
f(p)y∗,
n∑
i=1
yimpiqi(p)
〉∣∣∣
=
∣∣∣∣∑
p∈X
(
f(p)y∗
( n∑
i=1
yimpiqi(p)
))∣∣∣∣
=
∣∣∣∑
p∈X
( n∑
i=1
mpiqi(p)f(p)y
∗(yi)
)∣∣∣
=
∣∣∣ n∑
i=1
〈
f(pi)y
∗ − f(qi)y∗, yi
〉∣∣∣
≤
n∑
i=1
‖f(pi)y∗ − f(qi)y∗‖ ‖yi‖
≤
n∑
i=1
‖f‖Lip d(pi, qi) ‖y∗‖ ‖yi‖
= ‖f‖Lip ‖y∗‖
n∑
i=1
‖yi‖ d(pi, qi).
Seega ∣∣B(f(·)y∗,m)∣∣ ≤ ‖f‖Lip ‖y∗‖ n∑
i=1
‖yi‖ d(pi, qi).
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Võttes infiimumi üle kõigi m esituste kujul m =
∑n
i=1 yimpi,qi , saame
|B(f(·)y∗,m)| ≤ ‖f‖Lip ‖y∗‖ ‖m‖Æ.
Olgu m ∈M(X, Y ). Paneme tähele, et iga y∗ ∈ Y ∗ korral y∗◦m ∈M(X,R),
sest y∗ lineaarsuse tõttu
supp(y∗ ◦m) ⊂ supp(m),
järelikult on y∗ ◦m kandja lõplik, ja∑
p∈X
y∗ ◦m(p) =
∑
p∈X
y∗
(
m(p)
)
= y∗
(∑
p∈X
m(p)
)
= y∗(0) = 0.
Veel paneme tähele, et iga f ∈ Lip0(X,R) korral
B
(
f(·)y∗,m) =∑
p∈X
〈f(p)y∗,m(p)〉 =
∑
p∈X
f(p)y∗
(
m(p)
)
= 〈f, y∗ ◦m〉.
Kui ‖m‖Æ = 0, siis järelikult B
(
f(·)y∗,m) = 0 ehk 〈f, y∗ ◦ m〉 = 0 iga
f ∈ Lip0(X,R) ja y∗ ∈ Y ∗ korral. Seega y∗ ◦m = 0 iga y∗ ∈ Y ∗ korral ehk
m = 0.
Definitsioon 1.9. Normeeritud ruumi M(X, Y ) täieldit F(X, Y ) nimeta-
takse Lipschitzi-vabaks ruumiks.
1.3 Molekulide ruumi kaasruum
Selles alapunktis näitame, et kui Lipschitzi ruumi moodustavate kujutus-
te sihtruum on kaasruum, siis Lipschitzi ruum on teatud molekulide ruumi
kaasruum.
Teoreem 1.10 ([4, lause 2.3.3]). Olgu X nullpunktiga meetriline ruum ja Y
Banachi ruum. Kujutus T : Lip0(X, Y
∗)→M(X, Y )∗,
〈Tf,m〉 =
∑
p∈X
〈f(p),m(p)〉, f ∈ Lip0(X, Y ∗), m ∈M(X, Y ),
on isomeetriline isomorfism.
Tõestus. Esmalt veendume, et T on korrektselt defineeritud kujutus. Kui
f ∈ Lip0(X, Y ∗), siis ilmselt Tf on kujutus ruumist M(X, Y ) ruumi R.
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Vahetult on kontrollitav, et Tf on lineaarne: igam1,m2 ∈M(X, Y ) ja λ ∈ R
korral
〈Tf, λm1 +m2〉 =
∑
p∈X
〈
f(p),
(
λm1 +m2
)
(p)
〉
=
∑
p∈X
(〈f(p), λm1(p)〉+ 〈f(p),m2(p)〉)
= λ
∑
p∈X
〈f(p),m1(p)〉+
∑
p∈X
〈f(p),m2(p)〉
= λ〈Tf,m1〉+ 〈Tf,m2〉.
Kujutus Tf on tõkestatud, sest iga m ∈M(X, Y ) korral
|〈Tf,m〉| ≤ ‖f‖Lip ‖m‖Æ. (1.1)
Tõepoolest, kui m ∈ M(X, Y ) ja m = ∑ni=1 yimpiqi , kus n ∈ N, yi ∈ Y ja
pi, qi ∈ X, pi 6= qi, siis
|〈Tf,m〉| =
∣∣∣∑
p∈X
〈
f(p),
n∑
i=1
yimpiqi(p)
〉∣∣∣ = ∣∣∣ n∑
i=1
〈
f(pi)− f(qi), yi
〉∣∣∣
≤
n∑
i=1
‖f(pi)− f(qi)‖ ‖yi‖ ≤
n∑
i=1
‖f‖Lip d(pi, qi) ‖yi‖
= ‖f‖Lip
n∑
i=1
‖yi‖ d(pi, qi).
Seega iga m ∈M(X, Y ) korral
|〈Tf,m〉| ≤ ‖f‖Lip inf
{ n∑
i=1
‖yi‖ d(pi, qi) : m =
n∑
i=1
yimpiqi
}
,
kus infiimum on võetud üle kõigi m esituste kujul m =
∑n
i=1 yimpiqi , ehk
|〈Tf,m〉| ≤ ‖f‖Lip ‖m‖Æ.
Vahetult on kontrollitav, et T on lineaarne: iga f1, f2 ∈ Lip0(X, Y ∗),
λ ∈ R ja m ∈M(X, Y ) korral
〈T (λf1 + f2),m〉 =
∑
p∈X
〈(
λf1 + f2
)
(p),m(p)
〉
=
∑
p∈X
(〈λf1(p),m(p)〉+ 〈f2(p),m(p)〉)
= λ
∑
p∈X
〈f1(p),m(p)〉+
∑
p∈X
〈f2(p),m(p)〉
= λ〈Tf1,m〉+ 〈Tf2,m〉.
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Veendume, et T on sürjektiivne. Olgu ϕ ∈ M(X, Y )∗. Piisab näidata,
et leidub f ∈ Lip0(X, Y ∗) nii, et Tf = ϕ. Iga p ∈ X korral defineerime
kujutuse y∗p : Y → R, y∗p(y) = ϕ(ymp0). Näitame, et y∗p ∈ Y ∗. Tõepoolest, y∗p
on lineaarne, sest iga y1, y2 ∈ Y ja λ ∈ R korral
y∗p(λy1 + y2) = ϕ
(
(λy1 + y2)mp0
)
= ϕ(λy1mp0 + y2mp0)
= ϕ(λy1mp0) + ϕ(y2mp0) = λϕ(y1mp0) + ϕ(y2mp0)
= λy∗p(y1) + y
∗
p(y2),
ning tõkestatud, sest iga y ∈ Y korral ilmselt ‖ymp0‖Æ ≤ ‖y‖ d(p, 0) ning
seega
|y∗p(y)| = |ϕ(ymp0)| ≤ ‖ϕ‖ ‖ymp0‖Æ ≤ ‖ϕ‖ ‖y‖ d(p, 0).
Vaatleme kujutust f : X → Y ∗, f(p) = y∗p. Veendume, et f ∈ Lip0(X, Y ∗).
Esmalt paneme tähele, et
f(0)(y) = y∗0(y) = ϕ(ym00) = ϕ(0) = 0.
Näitame nüüd, et f rahuldab Lipschitzi tingimust. Olgu p, q ∈ X ja y ∈ Y .
Ilmselt ‖ympq‖Æ ≤ ‖y‖ d(p, q). Seega iga y ∈ BY korral
|〈f(p)− f(q), y〉| = |〈f(p), y〉 − 〈f(q), y〉| = |y∗p(y)− y∗q (y)|
= |ϕ(ymp0)− ϕ(ymq0)| = |ϕ(ympq)| ≤ ‖ϕ‖ ‖ympq‖Æ
≤ ‖ϕ‖ ‖y‖ d(p, q) ≤ ‖ϕ‖ d(p, q).
Järelikult Lip(f) ≤ ‖ϕ‖. Kokkuvõttes f ∈ Lip0(X, Y ∗), kusjuures
‖f‖Lip ≤ ‖ϕ‖Æ. (1.2)
Veendume, et Tf = ϕ: iga m ∈M(X, Y ) korral
〈Tf,m〉 =
∑
p∈X
〈f(p),m(p)〉 =
∑
p∈X
y∗p
(
m(p)
)
=
∑
p∈X
ϕ
(
m(p)mp0
)
= ϕ
(∑
p∈X
m(p)mp0
)
= ϕ
( ∑
p∈supp(m)
m(p)mp0
)
= ϕ(m).
Näitame, et T on injektiivne. Olgu f, g ∈ Lip0(X, Y ∗) sellised, et Tf = Tg.
Siis f = p, sest iga p ∈ X ja y ∈ Y korral
〈f(p), y〉 = 〈f(p), y〉 − 〈f(0), y〉 = 〈Tf, ymp0〉
= 〈Tg, ymp0〉 = 〈g(p), y〉 − 〈g(0), y〉 = 〈g(p), y〉.
Seega on T bijektiivne ning võrratuste (1.1) ja (1.2) põhjal on iga f ∈
Lip0(X, Y
∗) korral
‖f‖Lip = ‖Tf‖Æ.
Kokkuvõttes oleme saanud, et T on isomeetriline isomorfism.
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Edaspidi kirjutame f ∈ Lip0(X, Y ∗) ja m ∈ M(X, Y ) korral 〈Tf,m〉
asemel 〈f,m〉.
Teoreem 1.11 (Tietze jätkuteoreem meetriliste ruumide jaoks, vt nt [10,
teoreem 1.5.6]). Olgu X meetriline ruum ja E ⊂ X, siis iga Lipschitzi tingi-
must rahuldava g : E → R korral leidub g jätk f : X → R nii, et
Lip(f) = Lip(g).
Lause 1.12 ([4, lause 2.3.4]). Olgu X meetriline ruum ja Y Banachi ruum.
Iga y ∈ Y ja p, q ∈ X korral ‖ympq‖Æ = ‖y‖ d(p, q).
Tõestus. Võrratus ‖ympq‖Æ ≤ ‖y‖ d(p, q) kehtib normi ‖ · ‖Æ definitsiooni
põhjal.
Näitame, et ‖ympq‖Æ ≥ ‖y‖ d(p, q). See võrratus kehtib ilmselt juhul
p = q. Eeldame edasises, et p 6= q. Kujutuse g : {p, q} → R, g(p) = d(p, q),
g(q) = 0, puhul on ilmselt Lip(g) = 1. Tietze jätkuteoreemi (vt teoreem 1.11)
kohaselt leidub g selline jätk h : X → R, et Lip(h) = 1. Teoreemi piisavast
arvust funktsionaalidest põhjal leidub selline y∗ ∈ SY ∗ , et y∗(y) = ‖y‖. Olgu
f : X → Y ∗, f(x) = h(x)y∗. Kui vaadelda punkti q ruumi X nullpunktina,
siis f ∈ Lip0(X, Y ∗) ja
‖f‖Lip = Lip(f) = Lip(h) = 1.
Teoreemi 1.10 põhjal saame
‖ympq‖Æ ≥ 〈f, ympq〉 = 〈f(p)− f(q), y〉
= 〈d(p, q) y∗ − 0, y〉 = d(p, q) y∗(y) = d(p, q) ‖y‖.
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2 Põhitulemused
Käesolevas peatükis anname artikli [2] põhitulemustele (vt [2, teoreem 2.5
ning laused 2.7 ja 2.8]) alternatiivse tõestuse. Artikli [2] põhitulemused näi-
tavad, et teatud eeldustel on Lipschitzi-vaba ruum F(X, Y ) oktaeedriline.
Olgu X meetriline ruum ja Y Banachi ruum.
Definitsioon 2.1 ([2, definitsioon 2.3]). Öeldakse, et paaril (X, Y ) on oma-
dus CEP, kui iga E ⊂ X ja Lipschitzi funktsiooni g : E → Y korral leidub g
jätk f : X → Y nii, et
Lip(f) = Lip(g).
Näide 2.2. Paaril (X,R) on omadus CEP Tietze jätkuteoreemi (vt 1.11)
põhjal.
Näide 2.3. Omadusega CEP Banachi ruumide paaride näiteid leiab nt [3,
peatükk 2.3]. Näiteks on CEP omadus Hilberti ruumi H korral paaril (H,H).
Definitsioon 2.4 ([5, lk 4] ja [6, lause 2.1]). Öeldakse, et normeeritud ruum
Z on oktaeedriline, kui iga n ∈ N, z1, . . . , zn ∈ SZ ja ε > 0 korral leidub
z ∈ SZ nii, et iga i ∈ {1, . . . , n} korral
‖zi + z‖ ≥ 2− ε.
Näide 2.5. Banachi ruumid `1 ja C[0, 1] on oktaeedrilised (vt nt [7, laused
3.9 ja 3.10]).
Paneme tähele, et Lipschitzi-vaba ruum F(X, Y ) on oktaeedriline para-
jasti siis, kui molekulide ruumM(X, Y ) on oktaeedriline. See väide järeldub
otse järgmisest elementaarsest lemmast.
Lemma 2.6. Olgu Z normeeritud ruum ja W tema kõikjal tihe alamruum.
Z on oktaeedriline parajasti siis, kui W on oktaeedriline.
Tõestus. Eeldame, et Z on oktaeedriline. Olgu w1, . . . , wn ∈ SW ja ε > 0.
Eelduse kohaselt leidub z ∈ SZ nii, et iga i ∈ {1, . . . , n} korral
‖wi + z‖ ≥ 2− ε
2
.
Kuna W on kõikjal alamruum, siis leidub selline w ∈ SW , et ‖z − w‖ ≤ ε2 .
Iga i ∈ {1, . . . , n} korral
‖wi + w‖ ≥ ‖wi + z‖ − ‖z − w‖ ≥ 2− ε
2
− ε
2
= 2− ε.
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Järelikult on W oktaeedriline.
Eeldame nüüd, et W on oktaeedriline. Olgu z1, . . . , zn ∈ SZ ja ε > 0.
Kuna W on kõikjal tihe alamruum, siis leiduvad w1, . . . , wn ∈ SW nii, et iga
i ∈ {1, . . . , n} korral
‖zi − wi‖ ≤ ε
2
.
Eelduse kohaselt leidub w ∈ SW nii, et iga i ∈ {1, . . . , n} korral
‖wi + w‖ ≥ 2− ε
2
.
Ilmselt w ∈ SZ , kusjuures iga i ∈ {1, . . . , n} korral
‖zi + w‖ ≥ ‖wi + w‖ − ‖zi − wi‖ ≥ 2− ε
2
− ε
2
= 2− ε.
Järelikult on Z oktaeedriline.
Nüüd oleme valmis esitama arikli [2] põhitulemused ja neid tõestama.
Teoreem 2.7 ([2, teoreem 2.5]). Olgu X meetriline ruum, Y Banachi ruum
ning olgu paaril (X, Y ∗) omadus CEP. Kui ruumis X leidub kuhjumispunkt,
siis on ruumM(X, Y ) oktaeedriline.
Tõestus. Eeldame, et ruumis X leidub kuhjumispunkt. Fikseerime vabalt
n ∈ N, m1, . . . ,mn ∈ SM(X,Y ) ja ε > 0. RuumM(X, Y ) on oktaeedriline, kui
leidub m ∈ SM(X,Y ) nii, et iga i ∈ {1, . . . , n} korral
‖mi +m‖ ≥ 2
1 + ε
.
Loeme ruumi X ühe kindla kuhjumispunkti nullpunktiks. Olgu δ > 0 selline,
et iga i ∈ {1, . . . , n} ja x ∈ supp(mi)\{0} korral d(0, x) ≥ δ. Kuhjumispunkti
mõiste kohaselt leidub p ∈ X nii, et p 6= 0 ja
d(0, p) <
δε
2 + ε
.
Fikseerime vabalt y ∈ SY ja võtame
m =
y
d(0, p)
mp0.
Lause 1.12 põhjal on ‖m‖ = 1.
Näitame, et iga i ∈ {1, . . . , n} korral
‖mi +m‖ ≥ 2
1 + ε
.
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Teoreemi 1.10 ja teoreemi piisavast arvust funktsionaalidest põhjal leiduvad
fi ∈ Lip0(X, Y ∗) ja y∗ ∈ SY ∗ nii, et Lip(fi) = 1 ja 〈fi,mi〉 = 1 ning y∗(y) =
‖y‖ = 1. Vaatleme ruumi X alamruumi Ei = supp(mi) ∪ {0, p} ja kujutust
gi : Ei → Y ∗,
gi(a) =
{
d(0, p) y∗, kui a = p;
fi(a), kui a ∈ Ei \ {p}.
Osutub, et Lip(gi) ≤ 1 + ε. Veendume selles.
1) Kui a, b ∈ Ei \ {p}, siis
‖gi(a)− gi(b)‖ = ‖fi(a)− fi(b)‖ ≤ Lip(fi) d(a, b) = d(a, b).
2) Kui a = p ja b = 0, siis
‖gi(a)− gi(b)‖ = ‖gi(p)− gi(0)‖ = ‖d(p, 0) y∗‖ = d(p, 0) = d(a, b).
3) Kui a = p ja b ∈ Ei \ {0, p}, siis
‖gi(a)− gi(b)‖ = ‖gi(p) + fi(0)− fi(b)‖ ≤ ‖gi(p)‖+ ‖fi(0)− fi(b)‖
= d(0, p) + ‖fi(0)− fi(b)‖ ≤ d(0, p) + Lip(fi) d(0, b)
≤ d(0, p) + d(0, p) + d(p, b) = 2d(0, p) + d(p, b),
seega
‖gi(a)− gi(b)‖
d(a, b)
≤ d(p, b) + 2d(0, p)
d(p, b)
= 1 +
2d(0, p)
d(p, b)
< 1 + ε,
sest
d(0, p)
d(p, b)
≤ d(0, p)
d(0, a)− d(0, p) <
δε
2+ε
δ − δε
2+ε
=
ε
2
.
Järelikult Lip(gi) ≤ 1 + ε. Omaduse CEP tõttu leidub kujutuse gi jätk hi ∈
Lip0(X, Y
∗) nii, et Lip(hi) = Lip(gi). Paneme tähele, et
〈hi,m〉 =
∑
a∈X
〈hi(a),m(a)〉 = 〈hi(p),m(p)〉+ 〈hi(0),m(0)〉
=
〈
d(0, p) y∗,
y
d(0, p)
〉
+ 0 = y∗(y) = 1.
Järelikult
(1 + ε) ‖mi +m‖ ≥ 〈hi,mi +m〉 = 〈hi,mi〉+ 〈hi,m〉
= 〈fi,mi〉+ 〈hi,m〉 = 1 + 1 = 2.
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Kuhjumispunkti olemasolu ruumis X ei ole M(X, Y ) oktaeedrilisuseks
tarvilik. Kahes järgmises tulemuses saadakse ruumiM(X, Y ) oktaeedrilisus
eeldustel, mis ei nõua kuhjumispunkti olemasolu ruumis X.
Teoreem 2.8 ([2, lause 2.7]). Olgu X meetriline ruum, Y Banachi ruum ja
olgu paaril (X, Y ∗) omadus CEP. RuumM(X, Y ) on oktaeedriline, kui
sup
p,q∈X
d(p, q) =∞. (2.1)
Tõestus. Eeldame, et tingimus (2.1) on täidetud. Fikseerime vabalt n ∈ N,
m1, . . . ,mn ∈ SM(X,Y ) ja ε > 0. Näitame, et leidub m ∈ SM(X,Y ) nii, et iga
i ∈ {1, . . . , n} korral
‖mi +m‖ ≥ 2
1 + ε
.
Loeme ruumi X ühe kindla punkti nullpunktiks. Teoreemi 1.10 ja teoreemi
piisavast arvust funktsionaalidest põhjal leidub iga i ∈ {1, . . . , n} korral fi ∈
Lip0(X, Y
∗) nii, et Lip(fi) = 1 ja 〈fi,mi〉 = 1.
Eelduse (2.1) kohaselt leidub ruumi X elementide jada (pk) nii, et
lim
k→∞
d(pk, 0) =∞.
Järelikult iga p ∈ X korral
d(pk, p) ≥ d(pk, 0)− d(0, p) −→
k→∞
∞.
Fikseerime sellise k ∈ N, et iga i ∈ {1, . . . , n} ja p ∈ supp(mi) ∪ {0} korral
d(p, 0) + ‖fi(p)‖ < εd(pk, p).
Fikseerime vabalt y ∈ SY ja võtame
m =
y
d(0, pk)
mpk0.
Lause 1.12 põhjal on ‖m‖ = 1.
Näitame, et iga i ∈ {1, . . . , n} korral
‖mi +m‖ ≥ 2
1 + ε
.
Teoreemi piisavast arvust funktsionaalidest põhjal leidub y∗ ∈ SY ∗ nii, et
y∗(y) = ‖y‖ = 1. Vaatleme ruumi X alamruumi Ei = supp(mi) ∪ {0, pk}
ning kujutust gi : Ei → Y ∗,
gi(a) =
{
d(0, pk) y
∗, kui a = pk;
fi(a), kui a ∈ Ei \ {pk}.
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Osutub, et Lip(gi) ≤ 1 + ε. Veendume selles.
1) Kui a, b ∈ Ei \ {pk}, siis
‖gi(a)− gi(b)‖ = ‖fi(a)− fi(b)‖ ≤ Lip(fi) d(a, b) = d(a, b).
2) Kui a = pk ja b ∈ Ei \ {pk}, siis
‖gi(a)− gi(b)‖ ≤ ‖gi(pk)‖+ ‖gi(b)‖ = d(pk, 0) + ‖fi(b)‖
≤ d(pk, b) + d(b, 0) + ‖fi(b)‖ < d(pk, b) + d(pk, b) ε
= (1 + ε) d(a, b).
Järelikult Lip(gi) ≤ 1 + ε. Omaduse CEP põhjal leidub kujutuse gi jätk
hi ∈ Lip0(X, Y ∗) nii, et Lip(hi) = Lip(gi). Paneme tähele, et
〈hi,m〉 =
∑
p∈X
〈hi(p),m(p)〉 = 〈hi(pk),m(pk)〉+ 〈hi(0),m(0)〉
=
〈
d(0, pk) y
∗,
y
d(0, pk)
〉
+ 0 = y∗(y) = 1.
Järelikult
(1 + ε) ‖mi +m‖ ≥ 〈hi,mi +m〉 = 〈hi,mi〉+ 〈hi,m〉
= 〈fi,mi〉+ 〈hi,m〉 = 1 + 1 = 2.
Teoreem 2.9 ([2, lause 2.8]). Olgu X meetriline ruum, Y Banachi ruum ja
olgu paaril (X, Y ∗) omadus CEP. RuumM(X, Y ) on oktaeedriline, kui
inf
p,q∈X
p 6=q
d(p, q) = 0. (2.2)
Tõestus. Eeldame, et tingimus (2.2) on täidetud. Näitame, et M(X, Y ) on
oktaeedriline. Kui ruumis X leidub kuhjumispunkt, siis on M(X, Y ) okta-
eedriline teoreemi 2.7 põhjal. Seega eeldame edasises, et ruumis X kuhjumis-
punkti ei ole.
Olgu n ∈ N, m1, . . . ,mn ∈ SM(X,Y ) ja ε > 0. Näitame, et leidub m ∈
SM(X,Y ) nii, et iga i ∈ {1, . . . , n} korral
‖mi +m‖ ≥ 2
1 + ε
.
Kuna ruumis X ei ole kuhjumispunkti, siis leidub selline r > 0, et
B(p, r) = {p} iga p ∈ supp(mi) ja i ∈ {1, . . . , n} korral. Eelduse (2.2) koha-
selt leiduvad ruumi X sellised elementide jadad (pk) ja (qk), et pk 6= qk iga k
korral ja
lim
k→∞
d(pk, qk) = 0.
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Järelikult leidub selline k, et
d(pk, qk) <
εr
2
.
Fikseerime vabalt y ∈ SY ja võtame
m =
y
d(pk, qk)
mpkqk .
Lause 1.12 põhjal on ‖m‖ = 1. Näitame, et iga i ∈ {1, . . . , n} korral
‖mi +m‖ ≥ 2
1 + ε
.
Vaatleme punkti qk ruumi X nullpunktina. Teoreemi 1.10 ja teoreemi piisa-
vast arvust funktsionaalidest põhjal leiduvad fi ∈ Lip0(X, Y ∗) ja y∗ ∈ SY ∗
nii, et Lip(fi) = 1 ja 〈fi,mi〉 = 1 ning y∗(y) = ‖y‖ = 1. Vaatleme ruumi X
alamruumi Ei = supp(mi) ∪ {pk, qk} ja kujutust gi : Ei → Y ∗,
gi(a) =
{
d(pk, qk) y
∗, kui a = pk;
fi(a), kui a ∈ Ei \ {pk}.
Osutub, et Lip(gi) ≤ 1 + ε. Veendume selles.
1) Kui a, b ∈ Ei \ {pk}, siis
‖gi(a)− gi(b)‖ = ‖fi(a)− fi(b)‖ ≤ Lip(fi) d(a, b) = d(a, b).
2) Kui a = pk ja b = qk, siis
‖gi(a)− gi(b)‖ = ‖d(pk, qk) y∗‖ = d(pk, qk)‖y∗‖ = d(a, b).
3) Kui a = pk ja b ∈ Ei \ {pk, qk}, siis
‖gi(a)− gi(b)‖ = ‖d(pk, qk) y∗ − fi(b)‖
≤ d(pk, qk) ‖y∗‖+ ‖fi(qk)− fi(b)‖
≤ d(pk, qk) + Lip(fi) d(qk, b)
= d(pk, qk) + d(qk, b)
≤ d(pk, qk) + d(pk, qk) + d(pk, b),
seega
‖gi(a)− gi(b)‖
d(a, b)
≤ d(pk, b) + 2d(pk, qk)
d(pk, b)
≤ 1 + 2d(pk, qk)
d(pk, b)
< 1 + ε,
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sest
d(pk, qk)
d(pk, b)
≤ εr
2r
=
ε
2
.
Järelikult Lip(gi) ≤ 1 + ε. Omaduse CEP tõttu leidub kujutuse gi jätk hi ∈
Lip0(X, Y
∗) nii, et Lip(hi) = Lip(gi). Paneme tähele, et
〈hi,m〉 =
∑
p∈X
〈hi(p),m(p)〉 = 〈hi(pk),m(pk)〉+ 〈hi(qk),m(qk)〉
=
〈
d(pk, qk) y
∗,
y
d(pk, qk)
〉
+ 0 = y∗(y) = 1.
Järelikult
(1 + ε) ‖mi +m‖ ≥ 〈hi,mi +m〉 = 〈hi,mi〉+ 〈hi,m〉
= 〈fi,mi〉+ 〈hi,m〉 = 1 + 1 = 2.
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